Definition und Eigenschaften von C(R)

Sei R ein Ring. In R? = R x R fithren wir zwei zweistellige Operationen + und - ein,
indem wir fiir alle (r1,72), (s1,$2) € R x R setzen

(ri,m2) + (s1,82) = (r1+ s1,72+ s2) und

(ri,m2) - (s1,82) = (ris1 —r2se2,r1S2 + 1r251).

Zeigen Sie:

a)

(R?,+,-) ein Ring ist, der genau dann kommutativ ist, wenn R es ist. Man
bezeichnet ihn mit C(R).

C(R) besitzt ein Einselement genau dann, wenn R ein Einselement besitzt.

Identifiziert man = € R mit (x,0r) € C(R), so ist R Unterring von C(R).
(Damit darf man z. B. Oc(p) = Or setzen usw.)

Sei R kommutativ. Definiert man fiir u := (a,b) € C(R) die Norm von u durch
R > N(u) := a®+b? (= (a,b)(a, —b) wegen der in c) definierten Identifizierung),
so gilt N(uv) = N(u)N(v) fiir alle u,v € C(R).

Sei R kommutativ. Fiir v € C(R) gilt u € C(R)* genau dann, wenn N(u) €
R*e.

Sei R kommutativ. Die folgenden Bedingungen sind &quivalent:

(i) C(R) ist Integritétsring (Korper)

(ii) R ist Integritatsring (Korper) und N(u) # O fiir alle uw € C(R) \ {Or}
(i) N(u) # 0g (N(u) € R*) fiir alle u € C(R) \ {0}.

“Fiir einen Ring R bezeichnet R* die Teilmenge der beziiglich der Multiplikation invertierbaren
Elemente von R




